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Grenzen der linearen Regression



Anscombes Quartett revisited: Nur lineare Trends

Bei den vier Datensatzen im Anscombe-Quartett ist das R-Quadrat immer (in etwa) gleich. R2 ~ 0.67




AusreilRer

N
o

» Beobachtungen mit extremen Auspragungen im Pradiktor oder im Kriterium kdnnen einen starken Einfluss auf die
Regressionsgerade — und damit auch auf die Modellgiite — haben.

10

P,
250

» Man sollte priifen, ob der AusreiBer ein korrekter Wert ist und ggf. korrigieren.

500

hp

1000



Extrapolation

Quelle

My HOBBY: EXTRAFPOLATING

AS YOU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH YOU'LL RAVE
OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,
BETTERGET A

BULK RATE ON
WEDDING CAKE.



https://xkcd.com/605/

Nominalskalierte Pradiktoren

Zweistufig nominal:

mannlich

weiblich 1

Mehrstufig nominal:

mannlich
weiblich 1 0
divers 0 0

Die Regressionsanalyse benotigt numerische Variablen, um
die Koeffizienten der Regressionsanalyse bestimmen zu
konnen.

Nominalskalierte Pradiktoren miissen daher in Zahlen
umgewandelt werden, sofern maglich.

Die AV (Kriterium) nehmen wir weiterhin als numerisch an.

Bei einer zweistufig nominalskalierten Variablen wandeln wir
in eine Indikatorvariable (,Dummy-Variable") um

Bei einer k-stufig nominalskalierten Variablen benotigen wir
k-1 Indikatorvariablen.

Allgemein wird immer eine Indikatorvariablen weniger
benatigt, als der Pradiktor Auspragungen hat.

Grund dafiir ist, dass sich die letzte Auspragung ableiten
lasst aus den ubrigen Indikatorvariablen: Haben die iibrigen
Indikatorvariablen alle den Wert Null, so weist die
betreffende Beobachtung die k-te Stufe der Pradiktors auf.

Praktischerweise wird die Umwandlung in Dummy-Variablen
zumeist von der Software automatisch iibernommen.



Einfache Regression mit einem nominalen,
zweistufigen PradiRtor



Q von Kindern, bindrer Pradiktor (Modell m1)

kid score

mom_hs
Rote Punkte symbolisieren die Mittelwerte der Gruppen

» Forschungsfrage: Unterscheidet sich der mittlere 1Q-Wert
(kid_score) von Kindern in Abhangigkeit davon, ob ihre
jeweilige Mutter iiber einen Schlusabschluss (mom_hs)
verfiigt? (ceteris paribus)

pml: kid score = 78 + 12*mom hs + error

» Der Achsensabschnitt (intercept, b0) ist der mittlere (bzw.
vorhergesagte) 1Q-Wert von Kindern, deren Miitter iiber
keinen Schulabschluss verfiigen:

P kid score = 78 + 0*%12 + error

» Das Regressionsgewicht (slope, b1) ist der Unterschied im
mittleren 1Q-Wert von Kindern von Miitter mit
Schlulabschluss (mom_hs; im Vergleich zum 1Q-Wert von
Kindern mit Miitter ohne Schlusabschluss).

» Dieser Unterschied entspricht der Steigung der
Regressionsgerade:

P 78 + 1*12 + error = 90 + error

m1 : kid score ~ mom hs



Regressionskoeffizient als Mittelwertsdifferenz

(Intercept)

momhs| : —@—

» UV: binar (nominal zweistufig)
> AV: metrisch (quantitativ)

» Das Modell zeigt, dass der Unterschied im 1Q auf ca. 12
Punkte geschatzt wird (im Vergleich von Kindern bei Miittern
mit bzw. ohne Schulabschluss)

» Dieser Schatzwert ist identisch zum Mittelwertsunterschied
zwischen den beiden Gruppen (mit vs. ohne Schulabschluss)

> Die Konfidenzintervalle (Cl) geben Aufschluss iiber den
Bereich plausibler Werte fiir die Schatzung:

> Der Wert 0.95 gibt die Genauigkeit des Schatzbereichs an:
Mit 95%-Wahrscheinlichkeit liegt der gesuchte Wert in der
Population im angegebenen Intervall*, laut Modell

» Je grolRer dieser Wert, desto ungenauer die Schatzung
und desto groRer der Schatzbereich

Parameter Coefficient Cl Cl_low CI_high

0 20 40 60

Coefficient

* Bayesianische Interpretation

80
(Intercept) 77.55 0.95 73.50 81.59

mom_hs 11.77 095 7.21 16.34



Fine metrische plus eine nominale UV



\lorhersage mit zwei PradiRtoren

P m3: kidig ~ mom iq + mom hs

» Wir sagen den 1Q des Kindes vorher in Abhangigkeit von (als Funktion von) der IQ der Mutter sowie der Tatsache, ob
die Mutter einen Schulabschluss besitzt.

variable n min max median ql q3 igr mad  mean sd se Ci
kid_score 434.00 20.00 144.00 90.00 74.00 102.00 28.00 19.27 86.80 20.41 0.98 1.93
mom_age 434.00 17.00 29.00 23.00 21.00 25.00 400 296 2279 270 0.13 0.26
mom_hs 434.00 0.00 1.00 1.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.79 0.41 0.02 0.04

mom_iq 434.00 71.04 138.89 97.92 88.66 110.27 21.61 15.89 100.00 15.00 0.72 1.42
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Ein metrischer Pradiktor

kid_score = 26 + 0.6 * mom_iq + error , pjesplaue Linie (Regressionsgerade) zeigt die
50 vorhergesagten |Q-Werte der Kinder fiir verschiedene 1Q-
o Werte der Miitter.

» Vergleicht man Teilpopulationen von Miittern mit mittleren
Unterschied von einem 1Q-Punkt, so findet man 0.6 1Q-
Punkte Unterschied bei ihren Kindern im Durchschnitt.

> Dieser Unterschied (,statistischer Effekt") spiegelt sich in
der Steigung der Regressionsgeraden wider (b1 = 0.6).

100

» Der Achsenabschnitt hilft uns nicht weiter, da es keine
Menschen mit einem 1Q von 0 gibt.

kid score

o0

80 100 120 140
mom_iq

12



Metrischer plus binarer Pradiktor - Interpretation

150

» Achsenabschnitt; Hat das Kind eine Mutter mit einem 1Q von
o 0 und ohne Schulabschluss, dann schatzt das Modell den 1Q-
Wert des Kindes auf ca. 26.

. > Koeffizient zum miitterlichen Schulabschluss: Vergleicht
man Kinder von Mittern gleicher Intelligenz, aber mit
Unterschied im Schulabschluss, so sagt das Modell einen
Unterschied von ca. 6 Punkten im IQ voraus.

kid _score

> Koeffizient zur miitterlichen 1Q: Vergleicht man Kinder von
Muttern mit gleichem Wert im Schulabschluss, aber mit 1 1Q-

a° Punkt Unterschied, so sagt das Modell einen Unterschied

” . © . o . von ca. 0.6 1Q-Punkten bei den Kindern voraus.

Parameter Coefficient Cl Cl _low
(Intercept) 25.73 0.95 14.18
mom_iqg 0.56 095 0.44

mom_hs 5.95 0.95 1.60

m3: kid score = 26 + mom hs + 0.6*mom igq + error

13



Multiple Regression



Regression mit mehreren PradiRtoren

y; =by+ bix;y + byxpp+ o + bpxl-p + e
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» 3D-Diagramm interaktiv

mpg

Bei einer multiplen Regressionsanalyse wird versucht, den
Wert einer Kriteriumsvariable (fiir eine Beobachtung) durch
mehrere (p) Pradiktorvariablen vorherzusagen. Ansonsten
ahnelt die multiple Regression der einfachen Regression.

Multiple Regressionsanalysen sind dann sinnvoll, wenn die
Vorhersagegiite steigt durch Hinzunahme weiterer
Pradiktoren.

Jeder Pradiktor hat dabei ein eigenes Einflussgewicht (auch:
Regressionsgewicht; Geradensteigung; Koeffizient); diese
Werte sind jeweils bereinigt von den Werten der anderen
Pradiktoren.

Eine multiple Regression ist mehreren einfachen Regressionen
daher vorzuziehen, sofern die Pradiktoren mit der UV korreliert
sind.

,Bereinigt” bedeutet, dass das Regressionsgewicht by den Y-
Wert fiir x=1 angibt, wobei die librigen Pradiktoren mit Wert 0
angenommen werden.

Bei zwei Pradiktorvariablen kann man sich das Modell als
Ebene im Raum vorstellen (anstelle einer Geraden): stellen Sie
sich ein Blatt Papier vor, das ,mittig” durch einen
Bienenschwarm gelegt wird.

15


https://data-se.netlify.app/2022/04/19/3d-regression-plane-with-scatter-plot/

Modell mit zwei Pradiktoren (metrisch, bindr)

.color

mpg
N
o

- 1

mpg = b, + b;hp + b,am + ¢

Wir sagen Spritverbrauch (mpg) vorher auf Basis zweier
Pradiktoren: hp (metrisch) und am (binar).

Jeder (der drei) Modellkoeffizienten (b0, b1, b2) gibt den
Wert fiir mpg (Y) an, unter der Bedingung, dass die anderen
Modellkoeffizienten Null sind.

Die Geraden sind parallel.

bhp: Der mpg-Wert unterscheidet um bn, mpg-Einheiten, bei
Autos, die sich um eine hp-Einheit unterscheiden.

bam: Der mpg-Wert unterscheidet um bam mpg-Einheiten, bei
Autos, die sich um eine am-Einheit unterscheiden.

bo: Der mpg-Wert von Autos mit hp = 0 und am = 0.

(Intercept) ——
hp100 ——

am ——

0 10 20 30

Coefficient

16



Welches Modell liefert wohl bessere Vorhersagen?

am

hp

mpg
disp

mpg

hp

Sofern ein Modell mehr relevante Pradiktoren beinhaltet, wird es bessere Vorhersagen machen (als ein Modell mit
weniger relevanten Variablen), vorausgesetzt die die zusatzlichen Pradiktoren sind mit der AV korreliert (unter sonst
gleichen Umstanden, d.h. ceteris paribus).

17



Ausgabe eines Regressionsmodells

mpg = by + bihp,,, + b,am + e

mpg
N
o

2
hp100

{ 8

t

(Intercept)

hp100

am

Parameter Coefficient Cl Cl_low

(Intercept) 26.58 0.95 23.67

hp100 -5.89 0.95 -7.60
am 528 0.95 3.07
_._
C@
_._

0 10 20

Coefficient

30
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Interaktion



Interaktion von Mutter-1Q und Schulabschluss

150 » In Modell m3 hatten wir die Regressionsgeraden gezwungen,
parallel zu sein.

» Betrachtet man dieses Streudiagramm, so sieht man, das
nicht-parallele Geraden besser passen.

» Inm4 erlauben wir den Regressionsgeraden der Gruppen,
nicht mehr parallel zu sein, was die Modellgiite erhoht

—
-
o
»'

» Sind die Regressionsgeraden nicht parallel, so spricht man
e von einer Interaktion (synonym: Interaktionseffekt,
Moderation).

kid_score

> Liegt eine Interaktion vor, so unterscheidet sich also die

. Steigung in den Gruppen.
Parameter Coefficient
o (Intercept) -11.48
" Tﬁ;qu i o mom_iq 0.97
mom_hs 51.27

mom_ig:mom_hs -0.48

m4: kid score ~ mom iq + mom hs + Interaktion + error



Interpretation einer Interaktion

» Achsenabschnitt: IQ-Schatzwerte fiir Kinder mit Miitter ohne Abschluss und mit einem IQ von 0. Kaum zu interpretieren.

» mom_hs: Unterschied der 1Q-Schatzwerte zwischen Kindern mit Mutter ohne bzw. mit Schulabschluss und jeweils mit
einem 1Q von 0. Puh.

» mom_iq: Unterschied der 1Q-Schatzwerte zwischen Kindern mit Mittern, die sich um einen IQ-Punkt unterscheiden aber
jeweils ohne Schulabschluss (mom_hs = 0).

> Interaktion: Der Unterschied in den Steigungen der Regressionsgeraden, also der Unterschied des Koeffizienten
flir mom iq zwischen Mittern mit bzw. ohne Schulabschluss. Die Interaktion wird als Produkt beider Pradiktoren
dargestellt.

» Der Wertvon kid score ist die Summe obiger Terme.

mom hs=0:

kid score -11 + 51*0 + 1.1*mom iq + 0.5*0*mom iq -11 + 1.1*mom iq

mom hs=1:

kid score -11 + 51*1 + 1l.1*mom iq + 0.5*1*mom iq 40 + 0.6*mom ig

allgemein:

kid score b0 + bl*hs + b2*mom iq + b3*mom hs*mom iq

21



Oft ist eine normale Regression schwer zu interpretieren

» Da Regressionskoeffizienten sich darauf beziehen, dass die
brigen Koeffizienten den Wert Null haben, sind sie oft
schwer (kaum) zu interpretieren.

P ,.":EH. SO ANKIOUS > Daher ist es oft sinnvoll, die Rohvariablen zu zentrieren.

» Zentrierte Pradiktoren erlauben oft eine einfachere
Interpretation der Koeffizienten.

» Unter Zentrieren (to center) versteht man das Bilden der
Differenz eines Messwerts zu seinem Mittelwert.

» Zentrierte Werte (¢ wie centered) geben also an, wie weit ein
STOP INTERPRETING REGRESSION COEFFICIENTS Messwert vom mittleren (typischen) Messwert entfernt ist.

Quelle

X, =X—X

Kermit kriegt zu viel 22


https://giphy.com/gifs/muppets-rachel-maddow-kermit-Zaej3GIZTzCI8
http://%3Ca%20href=%22https://imgflip.com/i/6d2e3x%22%3E%3Cimg%20src=%22https://i.imgflip.com/6d2e3x.jpg%22%20title=%22made%20at%20imgflip.com%22/%3E%3C/a%3E%3Cdiv%3E%3Ca%20href=%22https://imgflip.com/memegenerator%22%3Efrom%20Imgflip%20Meme%20Generator%3C/a%3E%3C/div%3E

Modell mit zentrierten Pradiktoren interpretieren

50

100

kid score

50

mb5:

mom_ig_c

mom_hs ® 0

20

Wir gehen im Folgenden von zentrierten Pradiktoren aus:

Der Achsenabschnitt (Intercept) gibt den geschéatzten
|Q des Kindes an, wenn man eine Mutter mittlerer Intelligenz
und ohne Schulabschluss betrachtet.

mom_hs gibt den Unterschied im geschatzten 1Q des Kindes
an, wenn man Miitter mittlerer Intelligenz mit bzw. ohne
Schlusabschluss vergleicht.

mom iqg c gibt den Unterschied im geschatzten 1Q des
Kindes an, wenn man Miitter ohne Schlusabschluss aber mit
einem 1Q-Punkt Unterschied vergleicht.

mom hs:mom iqg c gibt den Unterschied in den
Koeffizienten fiirmom iqg c anzwischen den beiden
Grupen von mom_hs. Der Doppelpunkt wird in R verwendet,
um die Interaktion anzuzeigen. Das hat nichts mit Division
zu tun, es sieht nur zufallig so aus.

kid score ~ mom ig ¢ + mom iq ¢ + mom iq c:mom_ hs

23



Zentrieren dndert nichts an den Vorhersagen

m4: unzentrierte Pradiktoren m5: zentrierte Pradiktoren

150 150

kid score

4 ¢ » o
80 100 120 140 -20 0 20 40
mom_iq mom_iq_c¢
mom_hs ® 0 1 mom_hs ® 0 1

Nur die Pradiktoren sind zentriert: Ein Wert von Null entspricht dem Mittelwert in den untransformierten Daten.
24



Interaktionseffekt bei mtcars

N
o

cyl

—— 5

N
oo

Wirkt sich vielleicht die PS-Zahl unterschiedlich aus (auf den
Spritverbrauch, Y) je nach Anzahl der Zylinder des Autos?

Wir fragen also noch einer Interaktion der beiden
Pradiktoren.

Hangt die Steigung einer Regressionsgeraden ab von der
Auspragung eines anderen Pradiktors, so liegt ein
Interaktionseffekt (synonym: Wechselwirkung, Moderation)
vor.

» Mit ,abhangen” ist gemeint, dass die Veranderung in Y
nicht gleich ist fiir alle Werte des Pradiktors X1, sondern
sich je nach Wert eines anderen Pradiktors X2
unterscheidet.

Im Diagramm erkennt man einen Interaktionseffekt daran,
dass die Regressionsgeraden nicht parallel sind.

Der statistische Effekt* eines Pradiktors ist dann abhangig
von den Auspragungen eines anderen Pradiktors.

Die Steigung der Regressionsgeraden ist unterschiedlich je
nach Gruppe (von cyl).

* Wir machen hier keine Kausalaussagen, sondern nur Vorhersagen, die nur auf statistischen Abhangigkeiten

(Korrelationen) aufbauen.

25



Koeffizienten bei Interaktionsmodell fir mtcars

(Intercept)

hp100 | —&——:

hp100 * cyl 2

-25 0 25

Coefficient

Parameter Coefficient

(Intercept) 50.75
hp100 -17.07
cyl -4.12
hp100:cyl 1.97

50

Cl
0.95
0.95
0.95

0.95

Cl_low
37.41
-31.22
-6.14

0.17

Der Parameter hp100

> gibt den Unterschied (im Verbrauch, Y) zweier Autos an, die
sich um 100 PS (eine Einheit von hp100) unterscheiden

> unter der Annahme, dass die ibrigen Pradiktoren gleich
Null sind.

» entspricht der Steigung der Regressionsgeraden.
Der Parameter cyl

» gibt den Unterschied im Verbrauch (Y) zweiter Autos an,
die sich um einen Zylinder unterscheiden

» unter der Annahme, dass die tibrigen Pradiktoren gleich
Null sind

Der Parameter hp100:cyl

» gibt den zusatzlichen Unterschied im Parameter hp100 an,
wenn man Autos vergleicht, die sich in einem Zylinder
unterscheiden.

Der Achsenabschnitt
» gibt den mpg-Wert an fiir Autos mit 0 PS und 0 Zylindern.

Der Gesamtwert (der Vorhersage) von mpg ist die Summe der
obigen Terme.

26



mtcars-Interaktionsmodell vereinfacht

mpg

N
w

N
o

cyl

Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur Autos mit 4
oder mit 8 Zylindern (also nur 2 Gruppen, nicht 3).

Intercept: Autos mit mittlerer PS-Zahl und mit 4 Zylindern
kommen mit einer Gallone Sprit im Schnitt ca. 19 Meilen
weit

hp100_c: Fiir je 100 PS mehr sinkt die Reichweite um im
Schnitt ca. 11 Meilen, wenn das Auto 4 Zylinder hat

hp100_c:cyl8: Verfiigt es liber 8 Zylinder, dann verringert
sich die Reichweite im Schnitt hingegen nur um ca. 1 Meile
(fiir je 100 PS mehr), da -11+10=-1

cyl8: Autos mit mittlerer PS-Zahl und 8 Zylindern haben im
Schnitt eine um ca. 4 Meilen (3.45) geringere Reichweite
(als Autos mit 4 Zylindern und mittlerer PS-Zahl).

Parameter Coefficient
(Intercept) 19.44
hp100_c -11.28
cyl8 -3.45
hp100_c:cyl8 9.85

27



Pradiktorenrelevanz



Woher weil3 man, welcher Pradiktor am wichtigsten ist?

» Welcher Pradiktor ist nun "wichtiger" oder "starker" in Bezug auf den Zusammenhang mit der
AV, mom iq odermom age?

» mom_iq hat den groReren Koeffizienten.
» mom_age hat weniger Streuung.

» Um die Relevanz der Pradiktoren vergleichen zu konnen, miisste man vielleicht die Veranderung
von kid score betrachten, wenn man von kleinsten zum grofRten Pradiktorwert geht.

» Allerdings sind Extremwerte meist instabil (da sie von einer einzigen Beobachtung bestimmt werden).

» Sinnvoller ist es daher, die Veranderung in der AV zu betrachten, wenn man den Pradiktor von "unterdurchschittlich”
auf "liberdurchschnittlich” andert.

» Das kann man mit z-Standardisierung erreichen.

» z-Standardisierung bedeutet, eine Variable so zu transformieren, dass sie tiber einen Mittelwert von 0 und eine SD
von 1 verfiigt.

X—X

B sd(x)

<
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Modell mit z-standardisierten Pradiktoren

Verteilung der z-transformierten Pradiktoren

0.020

density
density

0 100
kid_score

Parameter
(Intercept)
mom_ig_z

mom_age_z

kid_score_z

Coefficient
86.80
9.05

1.05

» Der Achsenabschnitt gibt den Mittelwert der AV (kid_score)
an,dakid score z =0identisch ist zum Mittelwert
von kid_score.

» Der Koeffizient flir mom_ig_z gibt an, um wie viele SD-
Einheiten sich kid score (die AV) dndert, wenn
sichmom iq um eine SD-Einheit andert.

> Der Koeffizient fir mom age z gibt an, um wie viele SD-
Einheiten sich kid score (die AV) andert, wenn
sichmom age um eine SD-Einheit andert.

» Jetzt sind die Pradiktoren in ihrer Relevanz (Zusammenhang
mit der AV) vergleichbar, da ihre Streuung gleich ist.

» Man sieht, dass die Intelligenz der Mutter deutlich
wichtiger ist das Alter der Mutter (im Hinblick auf die
Vorhersage bzw. den Zusammenhang mit mit der AV).

» Der Wertebereich der Koeffizienten wird durch die z-
Transformation homogenisiert.

» Eine z-Standardisierung der Pradiktoren ist daher oft
niitzlich.

m6: kid score ~ mom iq z + mom age z
30



Abschluss



Hinwelse

» Dieses Dokument steht unter der Lizenz CC-BY 3.0.

» Autor: Sebastian Sauer

» Fir externe Links kann keine Haftung iibernommen werden.

» Dieses Dokument entstand mit reichlicher Unterstiitzung vieler Kolleginnen und Kollegen aus der FOM. Vielen Dank!
» Dieses Dokument baut in Teilen auf auf dem Skript zu quantitative Methoden des ifes-Instituts der FOM-Hochschule.

» Die in diesem Skript angewandte R-Syntax findet sich in diesem Ordner.
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https://github.com/sebastiansauer/vorhersagemodellierung/tree/main/Skript-Syntax

